ФУНКЦИИ  БЕССЕЛЯ

Функции Бесселя являются, по-видимому, наиболее часто употребительными высшими трансцендентными функциями в математике. Они относятся к классу так называемых "цилиндрических функций", которые возникают при решении многих задач математической физики. Функции Бесселя, обозначаемые символом J(x), представляют собой решения линейного дифференциального уравнения второго порядка, в которое входит один произвольный параметр :
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Параметр  называется индексом или порядком функции Бесселя J(x) и он может принимать как вещественные, так и комплексные значения. При целом значении индекса  = n ( Z функции Бесселя связаны друг с другом соотношениями 
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. Если же значение индекса  является нецелым, то функции Бесселя J(x) и J-(x) являются линейно независимыми и общее решение дифференциального уравнения (1) может быть записано в виде:
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Многие важные свойства функций Бесселя могут быть получены на основе их разложения в бесконечный степенной ряд
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в который входит так называемая гамма-функция Эйлера  ((z). При целых значениях  z = n+1 гамма-функция представляет собой просто значения факториала числа  n  ( ((n+1) = n!  При нецелых значениях z  гамма-функция имеет более сложный вид.  Из выражения (3) вытекают рекуррентные соотношения между функциями Бесселя
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и формулы для первых производных функций Бесселя по аргументу  x:


[image: image7.wmf]1

()()()

JxJxJx

x

nnn

n

+

¢

=-+


(6)


[image: image8.wmf]1

()()()

JxJxJx

x

nnn

n

-

¢

=-


(7)

Функции Бесселя давно известны математикам, для них составлены подробные математические таблицы, значения функций Бесселя вычисляются многими математическими компьютерными программами. Например, программа Mathcad вычисляет значения функций Бесселя J(x) = Jn(,x) для всех целых значений индекса  = n,  при  0 ( n ( 100.

Наряду с обычными функциями Бесселя в математике также широко используются сферические функции Бесселя, возникающие при решении многих задач математической физики в сферической системе координат. Сферические функции Бесселя обозначаются символом jn(x) и они связаны с цилиндрическими функциями Бесселя J(x) с полуцелым индексом  = n+1/2.
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При целых значениях индекса n(Z сферические функции Бесселя могут быть выражены через элементарные математические функции ( синусы и косинусы. В программе Mathcad значения сферических функций Бесселя jn(x) вычисляет встроенная функция js(n, x) = jn(x) при целых значения n ( -200 и при x > 0.

Рекуррентные формулы для сферических функций Бесселя:
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Дифференциальное уравнение, которому удовлетворяют сферические функции Бесселя:
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